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Annotatsiya:

Ushbu magqolada issiqlik tarqalish tenglamasining teskari masalalari tahlil

gilinadi. Asosiy e’tibor, ma’lum bir vaqt va joyda o‘lchangan harorat
ma’lumotlari asosida dastlabki harorat tagsimotini aniqlashga garatilgan. Ishda
issiglik tarqalish tenglamasining ikkinchi chegaraviy masalasi misolida teskari
masalaning matematik qo‘yilishi va uning xususiyatlari ko‘rib chigiladi.
Shuningdek, noaniq va cheklangan olchov ma’lumotlari asosida barqaror
yechim olish uchun qo‘llaniladigan yondashuvlar muhokama qilinadi. Bu teskari
masala amaliyotda haroratni nazorat qilish, materiallarning issiqglik
xususiyatlarini o‘rganish va sanoat jarayonlarini optimallashtirishda muhim
ahamiyatga ega.

Kalit so‘zlar:

[ssiqlik targalish tenglamasi, teskari masala, to‘g’ri masala, boshlang‘ich
shart, chegaraviy shartlar, harorat taqgsimoti, barqarorlashtirish, noaniqlik,
matematik modellashtirish, regulyarizatsiya, fizik parametrlarni tiklash.

Abstract:

This article focuses on inverse problems related to the heat conduction
equation. The main objective is to determine the initial temperature distribution
based on temperature measurements taken at specific points in time and space.
Using the example of the second boundary value problem for the heat equation,
the mathematical formulation and characteristics of this inverse problem are
examined. The study also discusses approaches for obtaining stable solutions
when data is incomplete or noisy. Such inverse problems are crucial in practical
applications such as temperature control, studying thermal properties of
materials, and optimizing industrial processes.
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B pgaHHOUM cTaTbe paccMaTpUBANOTCSA OOpaTHble 3a4ayd JJis YpaBHEHUS
TeIJonpoBoAHOCTH.  OCHOBHasg  LejJb —  ONpeJeJMTb  HadajJbHOe
pacnpejesieHde TeMIlepaTypbl Ha OCHOBE H3MepPeHUM TeMmIlepaTypbl B
onpefe/iéHHbIX TOYKaX BpeMeHHW M MNpocTpaHcTBa. Ha mnpumepe 3ajaum c
BTOPbIMA KpaeBbIMU YCJOBUSMU [JJ1 ypaBHEHHUS TeEIJIONPOBOJHOCTH
MCCIelyI0TC MaTeMaTHU4yecKasl IOCTAHOBKA U 0COOEHHOCTU JAAaHHOW 0OpaTHOM
3aga4ud. Takxke 06CYyXJalOTCS METO/bl MOJYYEHUS YCTOMUUBBIX pPelleHuH NMpu
Ha/IMYUM HENOJIHbIX WJIM 3allyMJIEHHBIX JaHHbIX. Takuve oOpaTHble 3aJa4u
MMEIT BaXXKHOE IMpPAaKTUYEeCKOe 3HauyeHWe [JIl KOHTPOJIsl TeMIlepaTyphl,
M3y4YeHUs TEeNJIOBbIX CBOWCTB MaTEpUaJOB U ONTHUMHU3ALUU TEXHOJOTUYECKUX
IPOLECCOB.

KinwueBble c10Ba:

YpaBHeHUe TeNJONPOBOAHOCTH, OOpaTHas 3ajada, OpsaMas 3ajauya,
Haya/lbHOE YCJOBHUE, KpaeBble YCJOBUS, pacnpezesieHHe TeMIlepaTypbhl,
CTabu/M3alMs, HeoNpeAeJéHHOCTb, MaTeMaTUYeCcKoe  MOJeJUpPOBaHUE,
peryJisipu3anus, BOCCTaHOBJIEHHE TapaMeTpPOB.

[ssiqlik tarqalish jarayonlari ko‘plab tabiiy va texnik tizimlarda asosiy
ahamiyatga ega bo‘lib, ularni tushunish va boshqarish ko‘plab sohalarda muhim
vazifa hisoblanadi. Masalan, sanoat jarayonlarida, materiallarni isitish yoki
sovutish tizimlarida, elektron qurilmalarning issiglik boshqaruvida, ekologiyada
yer osti suvlarining haroratini aniqlashda hamda biologik tizimlarda issiqlik
tagsimotini o‘rganishda issiglik targalish tenglamasi asosiy matematik model
sifatida qo‘llaniladi.Issiglik targalish tenglamasi — bu vaqt va fazoda harorat
tagsimotini ifodalovchi differensial tenglama bo‘lib, u orqali boshlang‘ich va
chegaraviy shartlar asosida tizimning kelajakdagi holati yoki ma’lum vaqt
oraligdagi harorat taqsimoti hisoblanadi. Bu tenglama yordamida tuzilgan to‘g‘ri
masalalarda tizimning boshlang‘ich sharti va chegara shartlari aniq beriladi va
natijada harorat taqsimoti hisoblab chiqiladi. Biroq amaliy hayotda ko‘pincha
barcha kerakli parametrlar, aynigsa boshlang‘ich yoki chegaraviy shartlar to‘liq
yoki aniq ma’lum bo‘lmaydi. Aksincha, tizimning turli nuqtalarida va turli
vaqtlarda o‘lchangan harorat ma’lumotlari mavjud bo‘ladi. Ushbu noaniq va
cheklangan ma’lumotlardan foydalangan holda tizimning boshlang‘ich holatini
yoki issiqlik manbalarini aniqlash zarurati paydo bo‘ladi. Bu esa issiqilik
tarqgalish tenglamasi uchun teskari masalalar deb ataladi. Teskari masalalar
ko‘pincha nokorrekt (yaxshi qo‘yilmagan) bo‘lib, ya’ni ular yechimining
mavjudligi, yagona bo‘lishi va kirish ma’lumotlariga nisbatan sezgirligi jihatidan
q'ginchiliklarga duch keladi. Masalan, o‘lchovlalgagi kichik xatoliklar yoki
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shovqginlar natijasida yechimda katta og‘ishlar yuzaga kelishi mumkin. Shu
sababli teskari masalalarning tahlili va yechimlarini barqarorlashtirish uchun
maxsus matematik usullar — regulyarizatsiya usullari qo‘llaniladi. Aynigsa,
Tixonov regulyarizatsiyasi kabi usullar amaliy va nazariy jihatdan keng
go‘llaniladi.
To‘g'ri masala. Ushbu
u =a’u,,0<x<l,0<t<T, (1)
u(0,t)=u(l,t)=0,0<t<T, (2)

I
“(E’tj: 9(t) 3)
u(x,0)=e(x),0<x<I

shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) funksiyani toping

Teskari masala.

te[t,t].t, >0 bolganda g(t) = u(x,,t) funksiya berilgan, bu yerda x,—[0,]
kesmadagi biror fiksirlangan nuqta, u(x,t) esa (1)-(3) masalaning yechimi. [0,1]
kesmada ¢(x)funksiyani topish talab qilinadi.

Bu teskari masalaning fizik talqini quyidagicha. Muayyan vaqt oralig‘ida
harorat sterjenning belgilangan nugqtasida o‘lchanadi va bu o‘lchovlardan
dastlabki harorat tagsimotini aniglash kerak.

(1)-(3) masalaning yechimi o‘zgaruvchilarni ajratish usuli bilan olinishi

mumKin va
u(x,t) = i%j}o(ﬁ)sin (ﬁTn)d Eexp {—{ﬂTn} azt}sin (ﬂTn xj

n=l ' o

ko‘rinishga ega. Bu tenglikka x = x, qo'yib, ¢(x) funksiya uchun
22 . [ 7n |’ ol . (7N
Zﬂgp(é)sm T déexpy— T a‘tysin Tx =g(t) (4)
n=1 0

tenglama hosil bo‘ladi, bu yerda te[t,,t].

OIchov nuqtasi x, segment oxirida bo‘lgan taqdirda (1) tenglama

yechimining yagonaligini tekshiramiz.

1-teorema.
Agar x,=0bo’lsa, (1) tenglamaning yechimi L,[0,I]fazoda yagona bo‘ladi.
Isbot.

(1) tenglamaning chiziqliligidan kelib chiqadiki, L,[0,1]fazoda yechimning

(4

2
yagonaligini isbotlash uchun g(t):gexp —[%n} a’zy. tenglikka
-
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2
g(t):%exp{—[”Tn} azz}.va xO:IE,k e(2n+1)(-1)" giymatlarni qo‘ysak, telt,t]da

quyidagini olamiz.
ni: j'go(g)sm[ §jd§ xp{ {Tn}zazt}z%exp{—[%n}zazt} (5)
Kompleks yarim tekislikda Rez>«
©(2) - 3.2, p(c)sin| 2 Jaze p{ [T”}az} (6)

kompleks o‘zgaruvchili funksiyasni korib chigamiz, bu yerda ae(0.t,).
Demak, Rez>a bo‘lganda
<

u holda bu yarim tekislikda (6) ning o‘ng tomonidagi qator tekis
yaqinlashadi. Bu qgatorning har bir hadi wuchun analitik funksiya Rez>«
ekanligini hisobga olib, Veyershtras teoremasini qo‘llagan holda, ®(z)=0

funksiya Rez >« uchun analitik ekanligini bilib olamiz.
(5) dan ®(z) funksiyaning analitiklik sohasida yotuvchi, haqiqiy o‘qdagi

[t;,t] kesmada @(z)=0 ekanligi kelib chiqadi, u holda teoremadagi yagonalik
xulosasi analitik funksiyalar uchun @(z)=0, barcha z uchun, Rez>«

ekanligidan kelib chiqadi.
Shunday qilib, (5) tenglik barcha t>t, haqiqiy sonlar uchun bajariladi.Bu

tenglikdan t — o bo‘lgandagi limitga o‘tsak, biz ketma-ket
[ (p(f)sm( 5}15 0 (7)

[ co(&)sm( éjdi 1
tenglikni olamiz va quyidagi natijaga erishamiz.

[ w(é)sm( éjdé 0
[ w(f)sm[ 5]d§ 1

(&) = —sin(”{‘&j

¢(x) ni topib,u(x,t) funksiyaga qo‘yamiz va na‘waga erishamiz.
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u(x,t) = Z fjgo(ﬁ)sm( jd §exp{ {Tn} azt}sin[ﬁTn xj
£2 Ln=k
_([T(p(f)sm( )sm( jdf {O,n;tk}
2
u(x,t) %exp{{%n] azt}sin”Tkx

4 . 7k
?(X) —|—25|nTx

Xulosa

Ushbu maqolada issiqlik tarqalish tenglamasi uchun teskari masala batafsil
o‘rganilib, uning yechimi va nazariy asoslari tahlil qilindi. O‘zgaruvchilarni
ajratish usuli yordamida yechim aniq va bosqichma-bosqich ifodalandi,
shuningdek, o‘lchov nuqtasi segment oxirida joylashgan hol uchun yechimning
yagonaligi matematik jihatdan isbotlandi. Bu teskari masalaning mustahkam
nazariy poydevorini yaratishda muhim ahamiyat kasb etadi.Bundan tashqari,
kompleks funksiyalar nazariyasi va Veyershtras teoremasi asosida yechim
funksiyasining analitiklik xossalari tahlil qilindi. Ushbu yondashuv teskari
masalalarning matematik xususiyatlarini chuqurroq tushunishga, ularning
yechimlarini barqaror va aniq olishga yordam beradi.Olingan natijalar nafaqat
issiglik tarqalish tenglamasi uchun, balki umumiy teskari masalalar nazariyasi
uchun ham muhim ilmiy ahamiyatga ega bo‘lib, ushbu masalalarning to‘g‘ri
qo'yilishi va yechimini ta’'minlashda yangi yo‘nalishlar ochadi. Shuningdek, bu
natijalar amaliy masalalarni hal qilishda, masalan, sanoat jarayonlarini
optimallashtirish, materiallarni sinovdan o‘tkazish, ekologik monitoring va
boshga ko‘plab sohalarda qo‘llanilishi mumkin.Ushbu maqola “Nokorrekt va
teskari masalalar” fani doirasida mustaqil o‘quv materiali sifatida tayyorlangan
bo‘lib, talabalar va ilmiy izlanuvchilar uchun teskari masalalarning nazariy va
amaliy jihatlarini tushunishda foydali bo‘ladi. Kelajakda ushbu mavzuni yanada
kengaytirish va teskari masalalarning turli matematik va hisoblash usullarini

qo‘llash orqali yanada samarali yechimlar ishlab chiqish istigbollari mavjud.
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